
一种灵活的从未知视角观测平面的相机标定方法

张正友

摘要：我们提出了一种用来标定相机的灵活的新方法。这种方法只需要相机从很少的位置（至少两个）

观测平面，而相机和平面都可以自由移动。本方法已经考虑到了透镜畸变的影响。本方法先给出了封闭

解，然后再基于最大似然估计准则给出了理想的非线性解。我们已经用计算机模拟数据和真实数据测试

了这种方法，并取得了非常理想的结果。常规方法需要昂贵的设备，比如用两个或者三个正交平面标定

的方法，而本方法灵活易用。它推动了三维计算机视觉从实验室向现实世界的普遍应用迈进了一步。作

者的主页上有本方法相应的软件。
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1 目的

为了从二维图像中提取几何信息，在三维计算机视觉中，相机标定是必要步骤。从摄影测量学 [3, 4]
到最近的计算机视觉 [9, 8, 20, 5, 23, 21, 15, 7, 19]，前人在这方面已经做过大量工作。这些技术大致可
以分为如下几类：

摄影测量法标定 通过观测一个三维尺寸精确已知的物体来标定，这种方法 [6]非常高效。标定的物体通
常包含两个或者三个互相正交的平面。有时，也用一个精确已知变化的平面来标定 [20]。这些方法
需要昂贵的标定设备和复杂的步骤。

自标定 这种方法不需要任何辅助标定的对象。只需要在静态场景里移动相机，通过图像信息来完成标

定，这种场景对相机的内参有两个约束 [15]。因此，如果用相同的相机和固定的内部参数来获取图
像，三张图片足够得到内参和外参，以此我们可以重建出相似的三维结构 [14, 11]。虽然这种方法
很灵活，但是还不成熟 [1]，因为有许多参数需要估计，我们无法得到可靠的结果。

其它方法 现有：用正交方向的灭点进行标定的方法 [2, 13] 和纯粹的旋转标定方法 [12, 18]。

我们当前的研究集中在桌面视觉系统 (DVS)，因为随着相机变得越来越便宜和常见，桌面视觉系统
具有极好的应用前景。桌面视觉系统主要针对那些不擅长计算机视觉的普通大众，典型的计算机用户只

是偶尔用一下视觉功能，所以他们不会愿意为昂贵的设备投资。因此灵活性、鲁棒性、低成本很重要，

而本文提出的相机标定方法考虑到了这些事项。

本方法只需要相机从不同方位（至少两个）来观测标定板。标定板的图案可以是用激光打印机打印

出来并贴到一个合适的平面上（比如一个硬的图书封面），相机或标定板可以自由移动。本文提出的方

法介于摄影测量法标定和自标定方法之间，因为我们利用了二维几何信息而不是三维或者纯粹的特征信

息。我们已经用计算机模拟数据和真实数据测试了这种方法，并取得了非常理想的结果。与经典的摄影

测量法标定相比，该方法非常灵活。与自标定相比，本方法具有较强的鲁棒性。我们相信本方法使三维

计算机视觉从实验室向现实世界的普遍应用迈进了一步。
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2 基本方程

Bill Trigger[19] 最近提出了一种新的自标定方法，这种方法至少需要一个平面图案场景的五个视
图。他的技术比我们的更灵活，但是初始化很困难。Liebowitz 和 Zisserman[13] 描述了一种对标定平面
的透视图进行度量矫正的技术。这种方法利用度量信息，比如一个已知的角度或者两个相等但是未知的

角度，和已知的长度比率。虽然没有算法和实验结果，但是他们仍认为基于这些矫正过的平面，相机内

参的标定是可能的。

本文结构如下。第二部分描述了观测一个标定平面的基本约束条件。第三部分描述了标定步骤。我

们以一个封闭解开始，然后得到非线性的最优化，同时也考虑到了透镜畸变的影响。第四部分研究了这

个方法的不足之处，而在实践中很容易避免这些缺点。第五部分提供了实验结果，计算机模拟出的数据

和现实数据都用来验证了该方法。附录中，我们给出了大量详细的说明，包括了估计位图模型与其图像

单应性关系的技术。

2 基本方程

我们通过观测一个待标定的平面来得到相机内参的约束条件。本文从以下符号开始。

2.1 符号

二维点用 m = [u, v]
T
，三维点用 M = [X,Y, Z]

T
表示。x̃ 表示增广向量，方法是在矩阵中加入 1

作为最后一个元素：m̃ = [u, v, 1]
T
，M̃ = [X,Y, Z, 1]

T
。建立一个常见的小孔成像模型，三维点 M 和它

图像投影点 m 关系如下：

sm̃ = A
[
R t

]
M̃，其中A =


α c u0

0 β v0

0 0 1

 (1)

式中 s是任意的比例因子。(R, t)称为外参，R是旋转矩阵，t是平移矩阵。A是相机内参矩阵，(u0, v0)

是坐标的主点，α 和 β 是图像在 u 和 v 轴的比例因子，c 是描述两个坐标轴倾斜角的参数。

我们简称 A−T 为 (A−1)
T
或者

(
AT

)−1
。

2.2 模型平面与其图像间的单应性关系

一般情况下，我们假设模型平面在世界坐标系中的 Z 坐标为 0。R 的第 i 列旋转矩阵为 ri。由公
式 (1) 可知:

s


u

v

1

 = A
[
r1 r2 r3 t

]


X

Y

0

1

 = A
[
r1 r2 t

]
X

Y

1


我们仍然用M 表示位于位图中的一点，当 Z = 0，M 可以表示为M = [X,Y ]

T
，同样地，̃M = [X,Y, 1]

T
。

因此点 M 和它在图像上映射点 m 的关系可以用单应矩阵 H 表示：

sm̃ = HM̃，其中H = A [r1 r2 t] (2)

很显然，H 是一个 3× 3 的系数矩阵。
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3 相机标定的解决方法

2.3 内参的约束条件

对标定平面的一张图片，它的单应矩阵可以估计出来（参见附录A）。令 H = [h1 h2 h3]，由公式 (2)
可知：

[h1 h2 h3] = λA [r1 r2 t]

式中 λ 是任意的标量。由所学知识可知 r1 和 r2 是正交的，于是我们有：

hT
1 A−TA−1h2 = 0 (3)

hT
1 A−TA−1h1 = hT

2 A−TA−1h2 (4)

对一个给定的单应性矩阵，对内参有两个基本的约束条件。因为这个矩阵有 8 个自由度和 6 个外参（其
中有 3 个外参是旋转矩阵的，另外 3 个外参是平移向量的），这个条件下，我们只能得到两个内参的约
束条件。

3 相机标定的解决方法

该节详细描述了怎样有效地解决相机的标定问题。我们先给出一个封闭解，然后根据最大似然估计

给出非线性的最优化解，最后再考虑透镜的径向畸变，给出解析解和非线性解。

3.1 封闭解

令：

B = A−TA−1 ≡


B11 B12 B13

B12 B22 B23

B13 B23 B33



=


1
α2 − c

α2β
cv0−u0β

α2β

− c
α2β

c2

α2β2 + 1
β2 − c(cv0−u0β)

α2β2 − v0
β2

cv0−u0β
α2β

− c(cv0−u0β)
α2β2 − v0

β2

(cv0−u0β)
2

α2β2 + v2
0

β2 + 1


(5)

注意 B 是对称的，定义一个六维向量：

b = [B11, B12, B22, B13, B23, B33]
T (6)

（它实际上描述了绝对二次曲线的图像。）

假设 H 的第 i 列向量为 hi = [hi1, hi2, hi3]
T
，然后可以得到：

hT
i Bhj = vT

ijb (7)

其中，vij = [hi1hj1, hi1hj2 + hi2hj1, hi2hj2, hi3hj1 + hi1hj3, hi3hj2 + hi2hj3, hi3hj3]
T
。因此，两个基本

约束公式 (3) 和 (4) 可以重写为 b 中的齐次式：[
vT
12

(v11 − v22)
T

]
b = 0 (8)
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3 相机标定的解决方法

如果观测了 n 张图片，迭代可以得到：
Vb = 0 (9)

其中 V 是一个 2n× 6 的矩阵。若 n ⩾ 3，通常会得到一个唯一解 b。若 n = 2，令倾斜约束参数 c = 0，

即 [0, 1, 0, 0, 0, 0]b = 0，这作为额外的方程代入公式 (9)。公式 (9) 的解是我们熟知的与最小特征值相
关的特征向量 VTV（等价地，V 的右奇异向量与最小奇异值相关）。

一旦 b 被估计出来，我们可以计算内参矩阵 A。详情请参见附录B。
已知 A 后，相应的外部参数也可以被计算出来，由公式 (2) 可以得到：

r1 = λA−1h1, r2 = λA−1h2, r3 = r1 × r2, t = λA−1h3

其中，λ = 1/ ∥A−1h1∥ = 1/ ∥A−1h2∥。当然，由于噪声数据，因此计算的矩阵 R = [r1, r2, r3] 一般不能
满足一个旋转矩阵的属性。附录C以一般的 3× 3 矩阵为例介绍了一种方法来估计最佳的旋转矩阵。

3.2 最大似然估计

上面的解决方案通过最小化代数距离获得的，一般情况下这是没有物理意义的。我们可以通过最大

似然估计理论来完善。

我们得到模型平面的 n 幅图片，模型平面上有 m 个点。假设图像上像素点的噪声服从独立的同一

分布。最大似然估计可以从通过求以下函数的最小值得到：
n∑

i=1

m∑
j=1

∥mij − m̂ (A,Ri, ti,Mj)∥2 (10)

根据公式 (2)，上式中 m̂ (A,Ri, ti,Mj) 是 Mj 点在第 i 幅图像上的投影。旋转矩阵 R 用三个参数的向
量 r 表示，r 平行于旋转轴，而且大小等于旋转角度。R 和 r 关系符合罗德里格斯公式 [6]。求公式 (10)
的最小值是一个非线性优化问题，可以通过 Levenberg-Marquardt 算法 [16] 解决。它需要矩阵 A 的一
个初始的猜测值，{Ri, ti | i = 1..n} 可使用在上一小节中描述的方法得到。

3.3 径向畸变的处理

到现在为止，我们没有考虑过相机的镜头畸变。然而，桌面相机的镜头通常会有显著的畸变，尤其

是径向畸变。在本节中，我们只考虑前两个方面的径向畸变。读者可以参考文献 [17, 3, 4, 23] 获取详细
信息。根据报告 [3, 20, 22]，镜头的畸变以径向分量为主，尤其是第一项占主导地位。同时文献 [20, 22]
发现任何更复杂的模型不仅没有帮助，而且会导致数值不稳定。

设 (u, v)是理想（畸变可忽略）像素的图像坐标，(ŭ, v̆)对应的实际观测到的图像坐标。同样，(x, y)

和 (x̆, y̆) 是理想（无畸变）和实时（含有畸变）情况下的归一化图像坐标。我们有 [3, 22]：

x̆ = x+ x
[
k1

(
x2 + y2

)
+ k2

(
x2 + y2

)2]
y̆ = y + y

[
k1

(
x2 + y2

)
+ k2

(
x2 + y2

)2]
其中，k1 和 k2 是径向畸变系数。径向畸变中心的主点是相同的。从 ŭ = u0 + αx̆+ cy̆ 和 v̆ = v0 + βy̆

中可以得到：

ŭ = u+ (u− u0)
[
k1

(
x2 + y2

)
+ k2

(
x2 + y2

)2] (11)

v̆ = v + (v − v0)
[
k1

(
x2 + y2

)
+ k2

(
x2 + y2

)2] (12)

4



4 退化情形

交替径向畸变的估计 径向畸变一般很小，简单的忽略径向畸变后，可以用3.2节中的方法估计另外的五
个参数。一种策略是估计其它参数后再估计 k1 和 k2。然后由公式 (11) 和 (12)，对于每幅图的每
个点，我们可以得到两个方程：[

(u− u0) (x
2 + y2) (u− u0) (x

2 + y2)
2

(v − v0) (x
2 + y2) (v − v0) (x

2 + y2)
2

][
k1

k2

]
=

[
ŭ− u

v̆ − v

]

n 幅图像中共有 m 个点，叠加所有方程可以得到 2mn 个方程，或者用矩阵表示：Dk = d，其中
k = [k1, k2]

T
，由最小二乘法得：

k =
(
DTD

)−1 DTd (13)

k1 和 k2 估计出来后，可以通过求解公式 (10) 来重新估计其它参数，其中可以用公式 (11) 和 (12)
来代替 m̂ (A,Ri, ti,Mj)。交替使用这两个步骤，直到收敛为止。

完整的最大似然估计 实验中，我们发现上述收敛过程比较慢。根据公式 (10)，可以通过最小化下列函
数来估计参数的完整集：

n∑
i=1

m∑
j=1

∥mij − m̆ (A, k1, k2,Ri, ti,Mj)∥2 (14)

根据公式 (2)、(11)和 (12)，其中,m̆ (A, k1, k2,Ri, ti,Mj)是点 Mj 在图像 i中的投影。这是一个非

线性最小化问题，可以通过 Levenberg-Marquardt 算法 [16] 解决。旋转矩阵仍然还可用一个3.2节
中所示的三维向量 r 来表示。A 初始值的选取和 {Ri, ti | i = 1..n} 可以采用3.1节或者3.2节中描
述的技术。k1 和 k2 初始值的选取可采用上一段所述的方法，或着直接将它们设置为 0。

3.4 小结

建议校准程序如下：

1. 打印图案，并将它贴到一个平面；

2. 移动相机或者平面，从不同角度拍下几张图片；

3. 在图像中检测特征点；

4. 利用3.1节中所述方法，估计五个内参和全部的外参；

5. 通过公式 (13) 估计径向畸变系数;

6. 通过最小化公式 (14) 改进全部参数。

4 退化情形

本节我们研究不满足相机内参约束的退化情形。因为公式 (3) 和 (4) 是从旋转矩阵的性质推导出来
的，如果 R2 和 R1 不相互独立，那么第二幅图对于相机标定来说不起作用。下面我们将考虑更复杂的

情况。

命题 4.1. 如果第二个位置的模型平面平行于第一个位置的模型平面，那么第二幅图片不提供额外
的约束条件。
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5 实验结果

由于篇幅原因证明过程省略，具体细节可以参见技术文档 [24]。实际过程中，非常容易避免退化：
只需要改变平面与相机拍照点的相对位置即可。

5 实验结果

本文提出的算法测试了计算机模拟数据和真实数据。封闭解是来分解一个 2n × 6 的矩阵从而求得

奇异解，其中 n 是图片数。用 Levenberg-Marquardt 算法求非线性解需要 3 到 5 次迭代才收敛。

5.1 计算机模拟

模拟的相机具有如下性质：α = 1250，β = 900，c = 1.09083（相当于 89.95°），u0 = 255，v0 = 255。

图像分辨率为 512× 512 像素。标定板包含 10× 14 = 140 个角点，尺寸是 18cm×25cm。平面的旋转矩
阵用三维向量 r 来表示，平移矩阵用一个三维向量 t（米制单位）表示。

关于噪声水平的性能 实验中，我们用三个平面 r1 = [20◦, 0, 0]
T
，t1 = [−9,−12.5, 500]

T
，r2 = [0, 20◦, 0]

T
，

t2 = [−9,−12.5, 510]
T
，r3 = 1√

5
[−30◦,−30◦,−15◦]

T
，t3 = [−10.5,−12.5, 525]

T
。将期望为 0、标

准差为 σ 的高斯噪声加入投影图像，对比估计出的相机参数与真值。我们测试了 α 和 β 的相对误

差、u0 和 v0 的绝对误差。加入的噪声水平分布在 0.1 像素到 1.5 像素之间，对每个噪声等级，做
了 100 次独立试验，并得到平均结果。从图1可以看到，误差随噪声水平呈线性增长。当 σ = 0.5

图 1: 不同噪声水平标定的误差对比

（大于实际噪声的标准差）时，α 和 β 的误差小于 0.3%，u0 和 v0 误差在 1 像素附近。u0 的误差

大于 v0 的误差，主要原因是 u 轴方向上的数据比 v 方向上数据少。

不同平面数的性能测试 该实验探索了不同模型平面数与性能的关系。前三幅图像的方向和位置和上一

段的相同。第四幅图是在均匀的球体中任选一个旋转轴，然后再旋转 30◦ 得到。图片数从 2 到 16
不等，对每个图片数，做了 100 次独立实验，实验中噪声相互独立，并服从期望为 0，标准差为
0.5 像素的高斯分布。图2显示了平均结果，图示可以看出，平面数从 2 到 3，误差水平显著减小。

模型平面方向的性能测试 实验研究了位面方向对于标定结果的影响。实验用了三幅图片。平面方位选

取如下：开始模型平面与图像平面平行，旋转轴从均匀球体中随机选取，然后绕轴旋转 θ 角，图

像中加入期望为 0、标准差为 0.5 像素的高斯噪声。重复测试 100 次，计算平均误差。θ 变化范围

为 5◦ 到 75◦，结果如图3所示。当 θ 为 0.5◦ 时，40% 的实验因为平面之间几乎是相互平行而失败，
实验结果中已经包含了这种情况。角度为 45◦ 左右时，效果似乎最佳。值得注意的是，实践中当

角度增加时，透影缩减现象让角点检测变得困难，但是实验中并未考虑这点。
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5 实验结果

图 2: 不同平面数标定误差对比

图 3: 不同角度标定的误差对比

5.2 真实数据测试

本文提出的方法已在我们的视觉组和图像组得到普遍应用。在这里，我们以一实际例子来说明标定

过程。

标定 PULNiX 牌镜头焦距为 6mm 的 CCD 相机，图像分辨率为 640× 480。标定板含 8× 8 的正

方形，因此有 256 个角点。标定板尺寸为 17cm×17cm，得到五幅不同方位的图像，如图4所示，图中可
以看到明显的畸变。

图 4: 标定平面的五幅图片以及提取的角点（角点用十字表示，但太小而无法观察）

实验中，分别采用不同数量的图像来标定，即 2、3、4、5 幅图像。结果如表1所示，对每种情形，
第一列是对封闭解的估计，第二列是最大似然估计的结果，第三列是标准差的估计，以此表示结果的不

确定性。可以清楚的看到，封闭解比较合理，最终的最大似然估计值也具有很好的一致性。同时可以看

出随着图片数的增多，估计结果的不一致性降低了。表1的最后一行是检测出的角点和投影点的均方根
距离，单位是像素，可知最大似然估计使结果提高了很多。

细心的读者可能发现了封闭解和最大似然估计解中的 k1 和 k2 的一致性不好。原因在于解封闭解

时，相机内参估计的前提是假设没有畸变，预测点更靠近图像中心而不是检测值，而随后对畸变的估计

试着延伸外部点，并且增大系数以此减小距离，使畸变形状和真实畸变不一致。最大似然估计最终覆盖

了畸变形态。估计出的畸变参数让我们校正原图像，图5展示了校正后的第 1、2 幅图像，可以看出方框

7



5 实验结果

表 1: 用 2 幅图像到 5 幅的标定数据

nb
2 images 3 images 4 images 5 images

initial final σ initial final σ initial final σ initial final σ

α 825.59 830.47 4.74 917.65 830.80 2.06 876.62 831.81 1.56 877.16 832.50 1.41
β 825.26 830.24 4.85 920.53 830.69 2.10 876.22 831.82 1.55 876.80 832.53 1.38
c 0 0 0 2.2956 0.1676 0.109 0.0658 0.2867 0.095 0.1752 0.2045 0.078
u0 295.79 307.03 1.37 277.09 305.77 1.45 301.31 304.53 0.86 301.04 303.96 0.71
v0 217.69 206.55 0.93 223.36 206.42 1.00 220.06 206.79 0.78 220.41 206.56 0.66
k1 0.161 -0.227 0.006 0.128 -0.229 0.006 0.145 -0.229 0.005 0.136 -0.228 0.003
k2 -1.955 0.194 0.032 -1.986 0.196 0.034 -2.089 0.195 0.028 -2.042 0.190 0.025

RMS 0.761 0.295 0.987 0.393 0.927 0.361 0.881 0.335

之间的线条变直了。

图 5: 标定畸变后的第一幅和第二幅图片

标定结果的变化 表1中，我们展示了用 2 到 5 张图片标定的结果，而且我们发现结果的一致性非常好。
为了进一步探究该算法的稳定性，我们从中任取四张图片，再运用该方法标定。结果如表2所示。
例如第三列，实现了用第 1、2、3、5幅图片标定的结果。最后两列代表均值和标准差。代表倾斜度
的参数 c 在 0 附近，偏差系数 0.086/0.1401 = 0.6，是一个相对较大的数。c = 0.1401，α = 832.85

对应 89.99°，非常接近 90°，我们同样计算了比率 α/β，平均值为 0.99995，偏差为 0.00012，非常
接近 1，即标定后图案是正方形的。

基于图像的建模 用上文中提到的相机拍摄一个茶叶罐的两幅图片，如图6所示。茶叶罐的两边是可见的，
我们在每边上手动挑选 8 个点，然后用我们之前开发的运动建模软件得到该茶叶罐的部分模型。
该重构模型是用虚拟现实建模语言 (VRML) 实现的，三维渲染细节如图7所示，每边重构出的点
确实共面，计算重构的两个平面的夹角为 94.7°。虽然我们没有确切值，但是茶叶罐的两面确实几
乎正交。

真实的数据、结果和软件可以从下列网页获得：

http://research.microsoft.com/p~zhang/Calib/
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5 实验结果

图 6: 茶叶罐的两幅图片

图 7: 茶叶罐重构后模拟的三面

表 2: 用四幅不同图片标定结果对比
quadruple (1234） (1235） (1245） (1345） (2345） mean deviation

α 831.81 832.09 837.53 829.69 833.14 832.85 2.90
β 831.82 832.10 837.53 829.91 833.11 832.90 2.84
c 0.2867 0.1069 0.0611 0.1363 0.1096 0.1401 0.086
u0 304.53 304.32 304.57 303.95 303.53 304.18 0.44
v0 206.79 206.23 207.30 207.16 206.33 206.76 0.48
k1 -0.229 -0.228 -0.230 -0.227 0.229 0.229 0.001
k2 0.195 0.191 0.193 0.179 0.190 0.190 0.006

RMS 0.361 0.357 0.262 0.358 0.334 0.334 0.04
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A 标定平面与其图像的单应性估计

6 结论

本文提出了一种新的灵活标定相机的方法。本方法只需要相机从不同方向（至少两个）观测标定板，

可以任意移动相机或者标定板，同时，本方法已经考虑到了透镜畸变的影响。本方法先给出封闭解，然

后根据最大似然估计给出非线性优化结果。我们已经用计算机模拟数据和真实数据测试了这种方法，并

取得了非常理想的结果。与经典方法相比，该方法相当灵活。

致谢 感谢 Brian Guenter 的关于角点提取的软件以及 Bill Triggs 具有洞察力的评论。感谢 Andrew
Zisserman 的 CVPR98 成果 [13]，它使用相同的约束但不同的形式。感谢 Bill Triggs 和 Gideon
Stein 给实验提出的宝贵意见 [24]。感谢 Anandan 和 Charles Loop 校对了本文英语。

A 标定平面与其图像的单应性估计

有多种方法来估计标定平面与其图像的单应性关系，本文我们用最大似然估计来处理。假设 Mi 和

mi 分别是标定平面和图像上的点，理想情形下它们符合公式 (2)，但实际上，因为图像上存在噪声，所
以不符合上述假设。假设 mi 上加均值为 0、协方差矩阵为 Λmi

的高斯噪声，通过求下式的最小值，得

到 H。 ∑
i

(mi − m̂i)
T
Λ−1

mi
(mi − m̂i)，

其中m̂i =
1

hT

3 Mi

[
hT

1 Mi

hT

2 Mi

]
，hi是H的第i行

在工程实际中，我们简单的假设对于所有的 i 有 Λmi
= σ2I。如果图像的点在同一过程中被独立的提取

出来，这种假设就不合理了。在这种情况下，以上的问题便转化成一个非线性最小二乘法的问题，例如

min H
∑

i ∥mi − m̂i∥2，这种非线性最小化可以用 Levenberg-Marquardt 算法 [16] 来实现，这需要一个
初始猜测值，它可用如下方法得到：

令 x =
[
hT

1 ,h
T

2 ,h
T

3

]T
，公式 (2) 可以写为：[

M̃T 0T −uM̃T

0T M̃T −vM̃T

]
x = 0

当已知 n 个点，就可得到 n 个上述方程，它们可以写成矩阵方程，如：Lx = 0，这里 L 是一个 2n× 9

的矩阵。定义 x 为一个比例因子，这种方法被称作伴有最小奇异值的 L 矩阵的右奇异向量（等价于矩
阵 LTL 最小特征值对应的特征向量）。

L 中的元素一部分是常数 1，一部分在图像坐标系，一部分在世界坐标系里，一部分是两者的相乘，
这就使得 L 矩阵没有充分的数字化。可以在运行以上程序之前将数据归一化，可以得到很好的结果，例
如在 [10] 中提出的方法。

10



参考文献

B 从 B 矩阵提取内部参数
在3.1节中描述的矩阵 B 被估计为一个比例因子，即 B = λA−TA，λ 为一个任意的因子。我们可以

很容易的从矩阵 B 中提取出内部参数。

v0 = (B12B13 −B11B23) /
(
B11B22 −B2

12

)
λ = B33 −

[
B2

13 + v0 (B12B13 −B11B23)
]
/B11

α =
√

λ/B11

β =
√
λB11/ (B11B22 −B2

12)

c = −B12α
2β/λ

u0 = cv0/α−B13α
2/λ

C 用旋转矩阵近似 3× 3 矩阵

本节是为了构造一个最佳的旋转矩阵 R 来近似一个 3× 3 的矩阵 Q。这里的最佳是基于 R − Q 差
值的最小 F 范数。解决方法参见我们给出的技术报告 [24]。
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